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Abstract
Let S and T be Hausdorff topological spaces and X and Y separable Banach spaces. If µ and
ν are Radon measures defined in bor(S) and bor(T ) with values in X and Y respectively, we
will prove the existence of a unique Radon measure λ in bor(S × T ) with values in the injective
tensorial product of X and Y . This measure is such that for any A in bor(S) and B in bor(T ),
λ(A × B) coincides with tensorial product of µ(A) and ν(B). This result generalizes a similar
one proved by M. Gómez and G. Restrepo in 2009.
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Resumen
Sean S y T espacios topológicos hausdorfianos y X y Y espacios de Banach separables. Si µ y
ν son medidas radonianas definidas en bor(S) y bor(T ) con valores en X y Y respectivamente,
demostraremos la existencia de una única medida radoniana λ de bor(S × T ) con valores en el
producto tensorial inyectivo de X y Y . Esta medida cumple la condición de que para todo A
que pertenece a bor(S) y todo B que pertenece a bor(T ), λ(A × B) coincide con el producto
tensorial de µ(A) y ν(B). Este teorema es una generalización de otro similar demostrado por
M. Gómez and G. Restrepo en el año 2009.
Palabras y frases claves: Medidas radonianas, producto de medidas radonianas, medidas
radonianas positivas
1 Introducción
Sea (T, τ) un espacio topológico hausdorfiano. Denotaremos por ab(T ) a la colec-
ción de los conjuntos τ -abiertos. La σ- álgebra generada por la colección de los
conjuntos abiertos llamada σ- álgebra de los conjuntos borelianos de T se deno-
tará por bor(T ). Una medida boreliana es cualquier función σ- aditiva definida
en la σ-álgebra bor(T ) de los conjuntos borelianos y con valores en [0,∞]. Una
medida radoniana (medida de Radón) es una medida boreliana en T que satisface
las siguientes condiciones:
rad 1) La medida de cualquier abierto es el extremo superior de las medidas
de los subconjuntos compactos contenidos en él. Es decir si G ∈ ab(T ), entonces
µ(G) = sup{µ(K) : G ⊇ K compacto}
(Propiedad de la regularidad interior).
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rad 2) La medida de cualquier conjunto boreliano es el extremo inferior de las
medidas de los abiertos que lo contienen. Es decir, si B ∈ bor(T ), entonces
µ(B) = ı´nf{µ(G) : B ⊆ G abierto}
(Propiedad de la regularidad exterior).
rad 3) µ es localmente finita. Es decir, todo t ∈ T posee una vecindad V tal
que µ(V ) <∞.
La propiedad (rad 3) implica que la medida de todo subconjunto compacto
es finita. La propiedad de regularidad interior es válida para todo boreliano de
medida finita. Es decir, si B ∈ bor(T ) y µ(B) <∞, entonces µ(B) = sup{µ(K) :
K ⊆ B, K compacto}. La definición de medida radoniana que hemos adoptado
es la definición R2 en [8, pag.13]. Para una historia de la teoría de la medida en
los espacios topológicos generales, el lector puede consultar [3].
Asumimos la teoría de las funciones σ- aditivas con valores en espacios de
Banach desarrollada por Diestel y Uhl en [4]. Si A es una σ-álgebra y X es un
espacio de Banach, una función µ : A → X es σ-aditiva si para toda familia
disjunta (Ak)k∈N en A se tiene que
ν
( ∞⋃
k=1
Ak
)
=
∞∑
k=1
ν(Ak).
Nos ocuparemos solamente de las funciones σ- aditivas borelianas. Si µ :
bor(T )→ K (K es R o C) es una función σ- aditiva boreliana, su variación en el
conjunto boreliano B denotada por |ν|(B) es el extremo superior del conjunto de
todas las sumas finitas
n∑
k=1
|µ(Bk)|, donde {Bk : 1 ≤ k ≤ n} es una partición de
B. La función B → |µ|(B) es una medida finita. Diremos que µ es una función σ-
aditiva radoniana si su variación |µ| es una medida radoniana. Si X es un espacio
de Banach, una función σ- aditiva µ : bor(T ) → X es radoniana si x′ ◦ µ es una
medida radoniana con valores en C para toda forma lineal x′ ∈ X ′.
Ahora podemos explicar el propósito fundamental de este artículo. En [5],
Gómez y Restrepo demostraron que si µ y ν son medidas radonianas en los
espacios topológicos hausdorfianos S y T respectivamente, entonces existe una
medida radoniana única λ en bor(S × T ) tal que λ(A × B) = µ(A)ν(B) para
todo A ∈ bor(S) y todo B ∈ bor(T ). Llamaremos medida radoniana producto a
la medida λ y la denotaremos por λ = µ ⊗ ν. Este teorema se puede extender
a funciones σ- aditivas con valores reales o complejos con la conclusión adicional
de que |λ| = |µ| ⊗ |ν|. Nuestro objetivo es extender este teorema cuando µ y ν
son funciones σ- aditivas con valores en espacios de Banach separables X y Y res-
pectivamente. Concretamente, demostraremos el teorema siguiente en la sección 4:
Teorema 1. Sean X y Y espacios de Banach separables, µ : bor(S) → X y
ν : bor(T ) → Y funciones σ-aditivas radonianas, entonces existe una y sólo una
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función σ-aditiva radoniana λ : bor(S×T )→ X⊗̂Y (producto tensorial inyectivo
de X y Y ) tal que λ(A×B) = µ(A)⊗ ν(B) para todo A ∈ bor(S) y B ∈ bor(T ).
En la demostración de este teorema hemos seguido los lineamientos de J.
Kawabe en [6], quien demuestra un teorema similar pero bajo hipótesis diferentes
sobre las funciones σ- aditivas µ y ν.
En ambos casos, la integral de Bartle definida en [1] en 1956 juega un papel
fundamental. Una breve descripción de esta integral es como sigue. Sean X, Y y
Z espacios de Banach y b : X ×Y → Z una función bilineal y continua. Si (Ω,A)
es un espacio de medición y ν : A → Y es una σ- medida vectorial, la (b, ν)-
integral de una función simple f : Ω → X de la forma f =
n∑
k=1
xkχ(Ek) sobre el
conjunto E ∈ A es ∫
E
b(f(w), dν(w)) =
n∑
k=1
b(xk, ν(E ∩ Ek)).
La función f → ∫E b(f(w), dν(w)) es una función lineal del espacio vectorial
de las funciones simples de Ω en X. De un modo muy impreciso, una función
f : Ω→ X es (b, ν)- integrable si existe una sucesión (fn)n∈N de funciones simples
que converge a f en un sentido que precisaremos después y su integral es∫
E
b(f(w), dν(w)) = l´ım
n
∫
E
b(fn(w), dν(w)).
Cuando Z = X⊗̂Y y b(x, y) = x⊗y es la función tensorial, usaremos la notación∫
E
f(w)⊗ dν(w) =
n∑
k=1
xk ⊗ ν(E ∩ Ek)
si f es una función simple, y en el caso general∫
E
f(w)⊗ dν(w) = l´ım
n
∫
E
fn(w)⊗ dν(w).
La definición de la función σ- aditiva λ : bor(S × T )→ X⊗̂Y se puede hacer
después de unos preliminares mediante la fórmula
λ(E) =
∫
T
µ(Et)⊗ dν(t)
para todo E ∈ bor(S×T ). Esta función λ es la única función σ- aditiva radoniana
que satisface λ(A×B) = µ(A)⊗ ν(B) para todo A ∈ bor(S) y todo B ∈ bor(T ).
En segundo lugar, nos proponemos demostrar un teorema tipo Fubini para
funciones σ- aditivas radonianas análogo al teorema 3.4 en [5]. Éste expresa lo
siguiente.
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Teorema 2. Si S y T son espacios topológicos hausdorfianos, µ : bor(S) → X
y ν : bor(T ) → Y funciones σ- aditivas radonianas, X y Y espacios de Banach
separables y f : S × T → R una función boreliana y acotada, entonces∫
S×T
f(s, t)dλ(s, t) =
∫
T
(∫
S
ft(s)dµ(s)
)
⊗ dν(t).
Es parte del teorema demostrar que la función ft : S → R definida por ft(s) =
f(s, t) (t fijo) es µ-integrable y que la función vectorial t→ ∫
S
ft(s)dµ(s) de T en
X es (⊗, ν)-integrable.
2 Preliminares y productos tensoriales
A continuación mostraremos algunos preliminares que son necesarios para el de-
sarrollo de este artículo. El producto tensorial de dos espacios vectoriales X y Y
es una pareja (Z, φ) donde Z es un espacio vectorial y φ : X × Y → Z bilineal,
φ(X × Y ) genera a Z y X, Y son φ- linealmente disjuntos. (Ver [7, pag. 403]).
Este producto tensorial se denota X ⊗ Y y φ(x, y) se denota por x ⊗ y. Si X y
Y son espacios de Banach se pueden definir varias normas en X ⊗ Y que hacen
que φ : X × Y → X ⊗ Y bilineal sea continua. Entre estas normas la -norma es
‖x ⊗ y‖ = sup
‖x′‖≤1
sup
‖y′‖≤1
|x′(x)||y′(y)|. Cuando dotamos a X ⊗ Y con la -norma
escribiremos X ⊗ Y . El completante de este espacio se denota por X⊗̂Y .
Sean (Ω,A) un espacio de medición y X un espacio de Banach. Diremos que
ν : A → X es una función σ- aditiva si para toda sucesión disjunta (Ak)k∈N en
A, la sucesión (ν(Ak))k∈N es sumable y
ν
( ∞⋃
k=1
Ak
)
=
∞∑
k=1
ν(Ak).
Si ν : A → X es una función σ- aditiva, definimos la variación de ν como la
función
E 7→ |ν|(E) = sup
{∑
A∈pi
‖ν(A)‖ : pi ∈ pi(E)
}
deA en [0,∞], donde pi(E) es el conjunto de todas las particiones finitas de E ∈ A.
Si |ν|(Ω) < ∞ diremos que ν es una función σ- aditiva de variación acotada. La
semivariación de ν es la función
E 7→ ‖ν‖(E) = sup{|x′ ◦ ν|(E) : x′ ∈ X ′, ‖x′‖ ≤ 1}
donde |x′ ◦ ν| es la variación de la función σ- aditiva de valor complejo x′ ◦ ν.
La variación es una función con valores en [0,∞]; la semivariación es una función
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monótona y subaditiva con valores en [0,∞) (ver [4]). Se comprueba fácilmente
que ‖ν(E)‖ ≤ ‖ν‖(E) ≤ |ν|(E) para todo E ∈ A.
Sean (Ω,A) un espacio de medición, ν : A → X una función σ- aditiva y
f : Ω → X una función. Diremos que f es ν-medible si existe una sucesión de
funciones simples (fn)n∈N de Ω en X tal que fn(w) → f(w) ν-c.t.p, es decir,
fn(w) → f(w) para todo w en el complemento de un conjunto E ∈ A, ‖ν‖-nulo
(‖ν‖(E) = 0).
Diremos que f : Ω → R es ν-integrable si existe una sucesión de funciones
simples (fn)n∈N de Ω en R tal que fn(w) converge a f(w) ν-c.t.p y la sucesión
{λn}n∈N definida como λn(E) =
∫
E fn(w)dν(w) converge en la norma de X para
cada E ∈ A. El límite de esta sucesión de integrales está definido como la integral
de f con respecto a la medida ν, en simbolos∫
E
f(w)dν(w) = l´ım
n
∫
E
fn(w)dν(w).
Sean X, Y y Z espacios de Banach y b : X × Y → Z una función bilineal
y continua. Si (Ω,A) es un espacio de medición y ν : A → Y es una σ- medida
vectorial, la b- semivariación de ν es el número
‖ν‖b(E) = sup
{∥∥∥∥∥
n∑
i=1
b(xi, ν(Ei))
∥∥∥∥∥
}
donde E ∈ A y el supremo es tomado sobre todas las familias finitas {Ei : 1 ≤
i ≤ n} de conjuntos disjuntos en A contenidos en E y todas las familias finitas
{xi : 1 ≤ i ≤ n} ⊆ X con ‖xi‖ ≤ 1. En [1] se postula que la medida νb es µ-
continua para alguna medida µ : A → [0,∞), es decir, ‖ν‖b(E)→ 0 si µ(E)→ 0.
Afortunadamente cuando Z = X⊗̂Y y b(x, y) = x ⊗ y entonces ‖ν‖b ≤ ‖ν‖.
Diremos que una función f : Ω → X es (b, ν)-medible, si existe una sucesión
(fn)n∈N de funciones simples de Ω en X tal que fn(w) converge a f(w) νb-c.t.p, es
decir, fn(w)→ f(w) para todo w en el complemento de un conjunto E ∈ A, ‖ν‖b-
nulo (‖ν‖b(E) = 0). Como consecuencia del teorema de medibilidad de Pettis (ver
[4, II.2, pag. 42]) si X es un espacio de Banach separable, f es (b, ν)-medible si y
sólo si x′ ◦ f es medible para toda x′ ∈ X ′.
Diremos que f es (b, ν)- integrable si existe una sucesión (fn)n∈N de funciones
simples tal que fn(w) converge a f(w) νb-c.t.p y la sucesión {λn}n∈N definida
como λn(E) =
∫
E b(fn(w), dν(w)) converge en la norma de Z para cada E ∈ A.
Si f : Ω → X es una función (b, ν)- integrable, entonces la integral de f , es el
vector ∫
E
b(f(w), dν(w)) = l´ım
n
∫
E
b(fn(w), dν(w)).
Esta es la definición dada por R. G. Bartle en [1]. Adicionalmente tenemos que
si f : Ω → X es una función νb- acotada y (b, ν)-medible entonces es f es (b, ν)-
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integrable y la función λ : A → Z dada por
λ(E) =
∫
E
b(f(w), dν(w))
es una función σ-aditiva.
Por último enunciaremos el teorema de la convergencia acotada. Sea {fn} una
sucesión de funciones (b, ν)- integrables de Ω en X las cuales convergen νb-c.t.p
a una función f : Ω → X. Si existe una constante M > 0 tal que ‖fn‖∞,b ≤ M
νb-c.t.p, w ∈ Ec, entonces f es (b, ν)- integrable y∫
E
b(f(w), dν(w)) = l´ım
n→∞
∫
E
b(fn(w), dν(w)).
3 Medidas radonianas y producto tensorial
Definición 1. Sean T un espacio topológico hausdorfiano y X un espacio de
Banach. Una función σ- aditiva ν : bor(T ) → X es radoniana si x′ ◦ ν es una
función σ-aditiva radoniana con valores complejos para toda forma lineal x′ ∈ X ′.
Si ν : bor(T ) → X es una función σ- aditiva radoniana, entonces |x′ ◦ ν| es una
función σ-aditiva finita con valores reales.
Teorema 3. Sea T un espacio topológico hausdorfiano. Una función σ- aditiva
ν : bor(T ) → X es radoniana si y sólo si para todo conjunto boreliano B y todo
 > 0 existe un compacto K ⊂ B tal que ‖ν‖(B −K) < .
Demostración. Supongamos que para todo conjunto boreliano B y todo  > 0
existe un compacto K ⊆ B tal que ‖ν‖(B−K) < . Sea x′ ∈ X ′ una forma lineal
continua tal que ‖x′‖ ≤ 1. Entonces
|x′ ◦ ν|(B −K) < sup
‖x′‖≤1
|x′ ◦ ν|(B −K) = ‖ν‖(B −K) < .
Por tanto x′ ◦ ν es una función σ-aditiva radoniana compleja. Supongamos ahora
que ν es una función σ-aditiva radoniana. Sean B ∈ bor(T ) y  > 0. Por el
teorema de Rybakov (ver [4, IX.2, pag.268]), existe una forma lineal x′ ∈ X ′ tal
que ν es |x′◦ν|-continua y por tanto existe un δ > 0 tal que |x′◦ν|(E) < δ implica
‖ν‖(E) < , si E ∈ bor(T ). Como |x′◦ν| es radoniana, existe un compacto K ⊆ B
tal que |x′ ◦ ν|(B −K) < δ y por consiguiente ‖ν‖(B −K) < .
Si u : X⊗̂Y → K es una función lineal y continua y p : X ×Y → X ⊗Y es la
función bilineal tensorial, entonces b = u ◦ p es una función bilineal continua en
X × Y . El problema consiste en caracterizar las funciones bilineales y continuas
b(x, y) de la forma b = u ◦ p.
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El espacio B(X ′ × Y ′) de las funciones bilineales de X ′ × Y ′ en K débilmente
continuas es un modelo del producto tensorial X ⊗ Y : si z =
n∑
i=1
xi ⊗ yi, entonces
se puede ver a z como la función bilineal
z(x′, y′) =
n∑
i=1
x′(xi)y′(yi).
Esto permite identificar de una manera natural a X⊗̂Y con C(UX′ × UY ′)
(espacio de las funciones continuas sobre UX′ × UY ′):
J : X ⊗ Y → C(UX′ × UY ′), J(z) = z|UX′×UY ′
La definición de la -norma muestra que J es una isometría que se puede
extender aX⊗̂Y . Luego el dual deX⊗̂Y se identifica con el dual de C(UX′×UY ′)
que es el conjunto de las medidas radonianas en virtud del teorema de Riesz.
Lo anterior se expresa claramente mediante el teorema siguiente.
Teorema 4. (Grothendieck.) Una función bilineal y continua b : X × Y → K es
de la forma b = u ◦ p, u ∈ (X⊗̂Y )′, si y sólo si existe una medida radoniana µ
en UX′ × UY ′ tal que
u(x⊗ y) = b(x, y) =
∫
UX′×UY ′
x′(x)y′(y)dµ(x′, y′). (1)
Además ‖b‖ = |µ|(UX′ × UY ′) = ‖u‖
Demostración. Si b = u◦p, podemos ver a u como una forma lineal en C(UX′×UY ′)
y por tanto existe una medida radoniana µ tal que
u(x⊗ y) =
∫
UX′×UY ′
x′(x)y′(y)dµ(x′, y′)
y b = u ◦ p es de la forma indicada. Es claro que b(x, y) definida en (1) define
una función bilineal de la forma b = u ◦ p. Para demostrar que |µ|(UX′ × UY ′) =
‖u‖ observemos que |b(x, y)| = |u(x ⊗ y)| ≤ ‖u‖‖x ⊗ y‖ = ‖u‖‖x‖‖y‖. Luego
|µ|(UX′ × UY ′) ≤ ‖b‖ ≤ ‖u‖. Por otro lado
|u(x⊗ y)| =
∣∣∣∣∣
∫
UX′×UY ′
x′(x)y′(y)dµ(x′, y′)
∣∣∣∣∣ ≤
∫
UX′×UY ′
|x′(x)||y′(y)|d|µ|(x′, y′)
≤ ‖x⊗ y‖|µ|(UX′ × UY ′).
Luego ‖u‖ ≤ |µ|(UX′ × UY ′).
Para una demostración completa ver [4; VIII.2.5 ; pag. 231].
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Si X,Y son espacios de Banach y (x′, y′) ∈ X ′ × Y ′, entonces x′ ⊗ y′ es la
forma lineal continua x⊗ y → x′(x)y′(y) definida en X ′⊗̂Y ′.
Lema 1. Sean S y T espacios topológicos hausdorfianos, X y Y espacios de
Banach y λ : bor(S × T ) → X⊗̂Y una función σ- aditiva. Entonces la función
(x′, y′)→ |(x′⊗y′)◦λ|(E) de UX′×UY ′ en R es semicontinua inferiormente para
cada E ∈ bor(S × T ) y |(x′ ⊗ y′) ◦ λ|(E) ≤ ‖λ‖(E).
Demostración. Sea pi una partición de E. Entonces hpi(x′, y′) =
∑
F∈pi
|x′⊗y′)◦λ(F )|
es una función continua en UX′ × UY ′ (con las topologías débiles) y |(x′ ⊗ y′) ◦
λ|(E) = sup
pi
hpi(x′, y′) es semicontinua inferiormente. Además,
|(x′ ⊗ y′) ◦ λ|(E) ≤ sup{|z′ ◦ λ|(E) : z′ ∈ (X⊗̂Y )′, ‖z′‖ ≤ 1} = ‖λ‖(E).
Teorema 5. Sea λ : bor(S×T )→ X⊗̂Y una función σ- aditiva. Si (x′⊗ y′) ◦λ
es radoniana para cada x′ ∈ X ′ y cada y′ ∈ Y ′ entonces λ es radoniana.
Demostración. Sean E ∈ bor(S×T ) y pi una partición finita de E, si z′ ∈ (X⊗̂Y )′
entonces por el teorema 4 existe una medida radoniana real µ en UX′ × UY ′ que
representa a z′ y µ(UX′ × UY ′) = ‖z′‖. Luego∑
F∈pi
|z′ ◦ λ(F )| =
∑
F∈pi
∣∣∣∣∣
∫
UX′×UY ′
(x′ ⊗ y′) ◦ λ(F )dµ(x′, y′)
∣∣∣∣∣ ≤∫
UX′×UY ′
∑
F∈pi
|(x′ ⊗ y′) ◦ λ(F )|d|µ|(x′, y′).
Como la función (x′, y′)→ |(x′⊗y′)◦λ|(E) es µ-integrable porque es semicontinua
inferiormente y acotada por el lema anterior, entonces
|z′ ◦ λ|(E) ≤
∫
UX′×UY ′
|(x′ ⊗ y′) ◦ λ|(E)d|µ|(x′, y′).
Sean B ∈ bor(S × T ) y K ⊂ B compacto. Luego la función
(x′, y′)→ hK(x′, y′) = |(x′ ⊗ y′) ◦ λ|(K)
de UX′ × UY ′ en los reales es positiva y semicontinua inferiormente. Si R es la
colección de todos los subconjuntos compactos de B entonces (hK)K∈R es una red
creciente de funciones semicontinuas inferiormente que converge puntualmente a
la función h(x′, y′) = |(x′ ⊗ y′) ◦ λ|(B) porque (x′ ⊗ y′) ◦ λ es radoniana por
hipótesis. Luego (ver [5; lema 3.2])∫
UX′×UY ′
|(x′ ⊗ y′) ◦ λ|(K)d|µ|(x′, y′) ↑
∫
UX′×UY ′
|(x′ ⊗ y′) ◦ λ|(B)d|µ|(x′, y′).
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Por tanto∫
UX′×UY ′
|(x′ ⊗ y′) ◦ λ|(B)d|µ|(x′, y′)−
∫
UX′×UY ′
|(x′ ⊗ y′) ◦ λ|(K)d|µ|(x′, y′) =
∫
UX′×UY ′
(|(x′ ⊗ y′) ◦ λ|(B)− |(x′ ⊗ y′) ◦ λ|(K))d|µ|(x′, y′) =
∫
UX′×UY ′
|(x′ ⊗ y′) ◦ λ|(B −K)d|µ|(x′, y′) ↓ 0
Como
0 ≤ |z′ ◦ λ|(B −K) ≤
∫
UX′×UY ′
|(x′ ⊗ y′) ◦ λ|(B −K)d|µ|(x′, y′),
entonces dado  > 0 existe un K ⊂ B tal que |z′ ◦ λ|(B −K) < . En suma
|z′ ◦λ| es radoniana para todo z′ ∈ (X⊗̂Y )′. Es decir, λ es una medida radoniana
según la definición 1
4 Producto de medidas vectoriales radonianas
Sean E ∈ bor(S×T ), µ : bor(S)→ X y ν : bor(T )→ Y funciones σ- aditivas. Para
s ∈ S, denotamos al conjunto Es como t ∈ T tal que (s, t) ∈ E y para cada t ∈ T
denotamos por Et al conjunto s ∈ S tal que (s, t) ∈ E. Entonces Es ∈ bor(T )
y Et ∈ bor(S). Definimos fE : S → Y por fE(s) = ν(Es) y gE : T → X por
gE(t) = µ(Et).
Teorema 6. (De las secciones para medidas radonianas vectoriales.) Sean S y T
espacios topológicos hausdorfianos, X y Y espacios de Banach, µ : bor(S)→ X y
ν : bor(T )→ Y funciones σ- aditivas radonianas. Si E ∈ bor(S×T ) entonces las
funciones fE(s) = ν(Es) y gE(t) = µ(Et) son funciones débilmente borelianas.
Demostración. Supongamos queX y Y son espacios topológicos reales. Si x′ ∈ X ′,
entonces x′ ◦ µ es una función σ- aditiva compleja que se puede escribir como
x′ ◦ µ = α+ − α−. En [5; teo. 3.1; pag. 6] se demuestra que α+(Et) y α−(Et)
son funciones borelianas. Por consiguiente x′ ◦ µ(Et) = x′ ◦ gE(t) es una función
boreliana. En el caso complejo x′ ◦ µ = α+ iβ es una función σ- aditiva compleja
y por lo anterior x′ ◦ gE(t) es una función boreliana. Una demostración similar es
válido para y′ ◦ fE , y′ ∈ Y ′.
Teorema 7. Sean µ : bor(S) → X y ν : bor(T ) → Y funciones σ- aditivas
radonianas, X y Y espacios de Banach separables. Entonces existe una sólo una
función σ- aditiva radoniana λ : bor(S × T ) → X⊗̂Y tal que λ(A × B) =
µ(A)⊗ ν(B) para todo A ∈ bor(S) y B ∈ bor(T ).
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Demostración. Dado E ∈ bor(S × T ), definamos gE(t) = µ(Et) para todo t ∈ T .
Esta función es débilmente boreliana por 6. y como X es separable entonces gE es
(⊗, ν)-medible por el teorema de Pettis. Por otro lado gE es ⊗ν- acotada puesto
que ‖gE(t)‖ = ‖µ(Et)‖ < ∞ para todo t ya que µ es acotada y por tanto gE es
(⊗, ν)-integrable.
Gracias a la condición de integrabilidad podemos definir la función
λ(E) =
∫
T
µ(Et)⊗ dν(t)
de bor(S×T ) en X⊗̂Y . Esta función es σ-aditiva por propiedades de la b-integral
de Bartle.
i) Mostremos que λ(A×B) = µ(A)⊗ ν(B). Si E = A×B, tenemos:
λ(A×B) =
∫
T
µ((A×B)t)⊗ dν(t) =
∫
T
µ(A)χ(B)⊗ dν(t)
=
∫
B
µ(A)⊗ dν(t) = µ(A)⊗ ν(B).
ii) λ es radoniana. Basta demostrar (x′⊗y′)◦λ es radoniana para todo (x′, y′) ∈
X ′ × Y ′ por el teorema 5. Sea E ∈ bor(S × T ) entonces
(x′ ⊗ y′) ◦ λ(E) = (x′ ⊗ y′)
(∫
T
µ(Et)⊗ dν(t)
)
=
∫
T
x′ ◦ µ(Et)d(y′ ◦ ν)(t).
Ahora, x′ ◦ µ y y′ ◦ ν son funciones σ- aditivas radonianas con valores com-
plejos definidas en bor(S) y bor(T ) respectivamente. Luego la función σ-
aditiva producto x′ ◦ µ⊗ y′ ◦ ν existe y es única y por el teorema de Fubini
correspondiente demostrado en [5, teo.3.3, pag. 8] para medidas radonianas
positivas se concluye que
(x′ ⊗ y′) ◦ λ(E) =
∫
T
x′ ◦ µ(Et)d(y′ ◦ ν)(t) =
∫
S×T
χE(t)d(x′ ◦ µ⊗ y′ ◦ ν)(t)
= (x′ ◦ µ⊗ y′ ◦ ν)(E).
iii) λ es única. Sean λ y β dos medidas radonianas definidas en bor(S × T ) y
con valores en X⊗̂Y tales que λ(A×B) = β(A×B) = µ(A)⊗ ν(B) para
todo A ∈ bor(S) y B ∈ bor(T ). Demostremos que λ(E) = β(E) para todo
E ∈ bor(S×T ). En primer lugar, (x′⊗y′)◦β(A×B) = (x′⊗y′)◦λ(A×B).
Por la unicidad del caso complejo, (x′ ⊗ y′) ◦ β(E) = (x′ ⊗ y′) ◦ λ(E) para
todo E ∈ bor(S × T ). Si z′ ∈ (X⊗̂Y )′, entonces existe una medida real y
positiva r tal que z′(a) =
∫
UX′×UY ′ (x
′⊗y′)(a)dr(x′, y′) para todo a ∈ X⊗̂Y .
Reemplazando a a por λ(E) y β(E) se obtiene que z′(λ(E)) = z′(β(E)) lo
que demuestra que β(E) = λ(E) para todo E ∈ bor(S × T ).
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Ahora, utilizando el argumento anterior, fE es (⊗, µ)-integrable y por tanto
existe una única función σ- aditiva radoniana ρ : bor(S × T ) → Y ⊗̂X el cual
satisface que ρ(A × B) = ν(B) ⊗ µ(A) para todo A ∈ bor(S) y B ∈ bor(T ) y
tal que (y′ ⊗ x′) ◦ ρ = x′ ◦ µ ⊗ y′ ◦ ν para cada x′ ∈ X ′ y cada y′ ∈ Y ′. Sea
k : X⊗̂Y → Y ⊗̂X un isomorfismo isométrico definido por k(y ⊗ x) = x⊗ y. Es
fácil ver que (x′ ⊗ y′) ◦ k = y′ ⊗ x′ para todo x′ ∈ X ′ y todo y′ ∈ Y ′. Si definimos
λ(E) = k(ρ(E)) para todo E ∈ bor(S × T ), λ : bor(S × T ) → X⊗̂Y es una
función σ- aditiva radoniana única que satisface que λ(A × B) = µ(A) ⊗ ν(B)
para todo A ∈ bor(S) y B ∈ bor(T ).
El siguiente teorema muestra propiedades de la función σ- aditiva λ.
Teorema 8. Sean µ : bor(S) → X y ν : bor(T ) → Y funciones σ- aditivas
radonianas, X y Y espacios de Banach separables. Si λ es la función σ- aditiva
dada anteriormente, entonces ésta tiene las siguientes propiedades:
i) |(x′ ⊗ y′) ◦ λ| = |x′ ◦ µ| ⊗ |y′ ◦ ν| para cada x′ ∈ X ′ y y′ ∈ Y ′.
ii) ‖λ‖(A×B) = ‖µ‖(A)‖ν‖(B) para cada A ∈ bor(S) y B ∈ bor(T ).
Demostración. Para mostrar i) Sean x′ ∈ X ′ y y′ ∈ Y ′. Por el teorema anterior
(x′ ⊗ y′) ◦ λ = x′ ◦ µ ⊗ y′ ◦ ν y x′ ◦ µ y y′ ◦ ν son funciones σ-aditivas complejas
radonianas, luego |x′◦µ⊗y′◦ν| = |x′◦µ|⊗|y′◦ν| y así se tiene que |(x′⊗y′)◦λ| =
|x′ ◦ µ| ⊗ |y′ ◦ ν|.
Para probar ii), sean A ∈ bor(S), B ∈ bor(T ), x′ ∈ UX′ y y′ ∈ UY ′ , entonces
|x′ ◦µ|(A)|y′ ◦ν|(B) = |(x′⊗y′)◦λ|(A×B) ≤ ‖λ‖(A×B). Así que la desigualdad
‖µ‖(A)‖ν‖(B) ≤ ‖λ‖(A × B) se sostiene. Para probar la otra desigualdad, sean
z′ ∈ (X⊗̂Y )′ y r en UX′ × UY ′ una medida radoniana tal que ‖z′‖ = |r|(UX′ ×
UY ′), entonces
|z′ ◦ λ|(A×B) ≤
∫
UX′×UY ′
|(x′ ⊗ y′) ◦ λ|(A×B)dr(x′, y′).
Puesto que |(x′ ⊗ y′) ◦ λ|(A × B) ≤ ‖µ‖(A)‖ν‖(B), se sigue que |z′ ◦ λ|(A ×
B) ≤ ‖µ‖(A)‖ν‖(B)‖z′‖ y como es para cualquier z′ ∈ (X⊗̂Y )′ se obtiene que
‖λ‖(A×B) ≤ ‖µ‖(A)‖ν‖(B).
5 Teorema de Fubini
Si T es un espacio topológico. Una función f : T → R es boreliana si la imagen
inversa de todo conjunto boreliano es boreliano.
Teorema 9. Sean S y T espacios topológicos hausdorfianos, X y Y espacios de
Banach separables, µ : bor(S) → X y ν : bor(T ) → Y funciones σ- aditivas
radonianas. Si f : S × T → R es una función boreliana y acotada, entonces los
siguientes enunciados son verdaderos:
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i) ft : S → R definida por ft(s) = f(s, t) (t fijo) es µ-integrable.
ii) La función vectorial t→ ∫
S
ft(s)dµ(s) de T en X es (⊗, ν)-integrable y∫
S×T
f(s, t)dλ(s, t) =
∫
T
(∫
S
ft(s)dµ(s)
)
⊗ dν(t).
Un enunciado similar es válido para fs : T → R, fs(t) = f(s, t).
Demostración. (i) La función θt : S → S × T definida por θt(s) = (s, t); es
continua y por consiguiente ft = f ◦ θt es una función boreliana y acotada, y por
tanto µ-integrable.
Demostraremos (ii). Existe una sucesión (fn)n∈N de funciones simples que
converge uniformemente a f(s, t) por ser esta función boreliana y acotada. Es
inmediato que (fn,t(s))n∈N converge uniformemente a ft(s). Sean
M = sup
(s,t)
|f(s, t)| y gn(t) =
∫
S
fn,t(s)dµ(s).
Entonces gn es una función simple de T en X y ‖gn(t)‖ ≤ M‖µ‖(S) uniforme-
mente en n. Ahora
l´ım
n→∞ gn(t) = g(t) =
∫
S
ft(s)dµ(s).
Por el teorema de la convergencia acotada g(t) es (⊗, ν)-integrable. Mostraremos
la segunda parte de ii):∫
S×T
f(s, t)dλ(s, t) =
∫
T
(∫
S
ft(s)dµ(s)
)
⊗ dν(t) (2)
para toda función boreliana y acotada. Si f = χ(A×B) donde A ∈ bor(S) y
B ∈ bor(T ), entonces∫
S×T
f(s, t)dλ(s, t) = λ(A×B) = µ(A)⊗ ν(B).
Por otro lado∫
T
(∫
S
ft(s)dµ(s)
)
⊗ dν(t) =
∫
T
χ(B)µ(A)⊗ dν(t) = µ(A)⊗ ν(B).
Observemos que la función E → β(E) = ∫T (∫S χ(Et)dµ(s)) ⊗ dν(t) es una fun-
ción σ- aditiva de bor(S × T ) en X⊗̂Y . Las funciones σ- aditivas λ y β son
radonianas ya que coinciden en conjuntos de la forma E = A×B. Por el teorema
7, λ = β. Por consiguiente las integrales en (2) son iguales si f = χ(E) para todo
E ∈ bor(S × T ). Por linealidad, dichas integrales son iguales si f es una función
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simple. En el caso general, uno considera una sucesión (fn)n∈N de funciones uni-
formemente acotadas que converge uniformemente como se hizo al principio de la
demostración. Entonces∫
S×T
f(s, t)dλ(s, t) = l´ım
n→∞
∫
S×T
fn(s, t)dλ(s, t) =
l´ım
n→∞
∫
T
(∫
S
fn,t(s)dµ(s)
)
⊗ dν(t) =
∫
T
(∫
S
ft(s)dµ(s)
)
⊗ dν(t).
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